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 The Duffing Oscillator equation is a second-order nonlinear 

differential equation that describes an oscillator with a cubic 

nonlinearity. In this paper, the Duffing equation involves damping 

factors, restoring forces, periodic force and its frequency, and 

nonlinearity constants. One of the perturbation techniques that can be 

used to determine the approximate solution of the Duffing oscillator 

equation is the method of Multiple Scales. Due to the existence of a 

sinusoidal periodic force in the equation, the Multiple Scales method 

produces a sinusoidal approximation as its solution. The solutions are 

also in a good agreement with the numerical results for small 

nonlinearity constants. The smaller the nonlinearity constant, the 

smaller the error obtained with the numerical results in comparison. 

The approximate solution also tends to be sinusoidal for small 

nonlinearity constants. Finally, the approximate solution obtained is 

able to predict the existence of a limit cycle in the Duffing Oscillator 

equation around the origin due to the existence of its particular 

solutions. 
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1. PENDAHULUAN 

Persamaan Duffing Osilator merupakan persamaan diferensial nonlinier orde dua yang 

menggambarkan osilator dengan kenonlinieran kubik. Persamaan Duffing Osilator merupakan 

suatu pendekatan model dalam banyak sistem fisik (Pratiwi, Syafwan, & Husna, 2016). Bentuk 

umum persamaan Duffing adalah  

𝑑2𝑥∗

𝑑𝑡∗2
+ 𝑓(𝑥∗) = 0, (1) 

dengan 
𝑑2𝑥∗

𝑑𝑡∗2  adalah percepatan sistem dan 𝑓(𝑥∗) adalah gaya pemulih (restoring force). 

Misalkan 𝑥∗ = 𝑥0
∗ merupakan titik ekuilibrium untuk persamaan (1), maka 𝑓(𝑥0

∗) = 0. Lebih 

lanjut, jika 𝑓 merupakan persamaan analitik, maka persamaan (1) dapat ditulis berdasarkan 

deret Taylor di sekitar titik ekuilibrium sebagai berikut 

𝑢̈ + ∑ 𝑘𝑖𝑢𝑖

∞

𝑖=1

= 0, 

dengan 𝑢 = 𝑥∗ − 𝑥0
∗ dan 𝑘𝑖 =

𝑑𝑖𝑓

𝑑𝑥𝑖
(𝑥0

∗) (Nayfeh, 1980).   

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan Persamaan Duffing Osilator 

adalah teknik perturbasi. Dalam (Nayfeh, 1980), beberapa teknik perturbasi diantaranya 

Straightforward Expansions, Strained Coordinates, Asymptotic Expansions, Averaging, dan 

Multiple Scales. Metode Straightforward dapat ditemukan dalam (Troullier & Martins, 1990) 
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untuk membandingkan sifat konvergensi pseudential. Untuk Metode Strained Coordinates, 

Pedroso dkk dalam (Pedroso & Domoto, 1973) menggunakan metode tersebut untuk 

membahas inward spherical solidification. Pada (Kadalbajoo & Reddy, 1989) metode 

asymptotic expansions digunakan untuk membandingkan solusi perturbasi yang diperoleh 

dengan hasil numerik di permasalahan perturbasi singular. Metode Averaging dibahas dalam 

(Tamimi & Waluya, 2014) untuk menyelesaikan persamaan Duffing Osilator pada aplikasi 

weak signal detection. Sedangkan metode multiple scale dibahas dalam (Widyaningrum, 

Waluya, & Wuryanto, 2012) untuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier sistem 

double shockbreaker. 

Beberapa penelitian sebelumnya juga sudah membahas eksistensi siklus limit dan penerapa 

metode Multiple Scales pada Persamaan Duffing. Dalam (Ursulasari & Hasan, 2016) telah 

dikaji eksistensi siklus limit pada Persamaan Duffing menggunakan transformasi koordinat 

polar. Di lain pihak, metode Multiple Scales sebelumnya dalam (Horssen & Brake, 2009) 

sangat baik dalam mengaproksimasi solusi persamaan nonlinier. Lebih lanjut, dalam 

(Pakdemirli & Boyacı, 1999) hasil Metode Multiple Scales menghasilkan solusi berupa 

aproksimasi yang mendekati solusi eksaknya.  

 

Pada tulisan ini akan diimplementasikan Metode Multiple Scales untuk menghitung solusi dari 

Persamaan Duffing Osilator. Hasil yang diperoleh kemudian dilihat kesesuaiannya dengan 

hasil yang diperoleh secara numerik. Lebih lanjut, eksistensi siklus limit juga akan dilihat 

dengan menganalisis solusi aproksimasi yang diperoleh. 

 

2. METODE 

Pada subbab ini bentuk umum persamaan yang akan dikaji adalah sebagai berikut 

𝑢̈ + 𝑢 + 𝜀𝑢3 = 0. (2) 

Persamaan (2) merupakan persamaan Duffing dengan kondisi awal 

𝑢(0) = 𝑥0 dan  𝑢̇(0) = 𝑥̇0.  

Misalkan solusi persamaan (2) diberikan oleh 

𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝑢̂(𝑡, 𝜀𝑡, 𝜀2𝑡, … ; 𝜀), (3) 

atau 

𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝑢̂(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … ; 𝜀), (4) 

dengan 𝑇𝑖 = 𝜀𝑖𝑡, 𝑖 = 1,2, … . Berdasarkan aturan rantai, turunan pertama dan kedua dari 

persamaan (4) terhadap waktu 𝑡 adalah 

𝑑

𝑑𝑡
 

= 𝜕

𝜕𝑇0
+ 𝜀

𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝜀2

𝜕

𝜕𝑇2
+ ⋯ 

(5) 

𝑑2

𝑑𝑡2
 

= 𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2𝜀

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇1
+ 𝜀2 (2

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇2
+

𝜕2

𝜕𝑇1
2) + ⋯. 

(6) 

Dengan menggunakan persamaan (5) dan (6), maka persamaan (1) menjadi 

𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2𝜀

𝜕2𝑢

𝜕𝑇0𝜕𝑇1
+ 𝜀2 (2

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇2
+

𝜕2

𝜕𝑇1
2) + ⋯ = 0. 

(7) 

Hal ini mengakibatkan solusi (4) dapat ditulis sebagai berikut 

𝑢 = 𝑢0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … ) + 𝜀𝑢1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … ) + ⋯. (8) 
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Untuk memudahkan penulisan misalkan 𝜕𝑛 =  
𝜕

𝜕𝑇𝑛
 dan 𝜕𝑛𝑚

2  =
𝜕

𝜕𝑇𝑛𝜕𝑇𝑚
. Dengan 

mensubstitusikan persamaan (8) ke (9), didapat 

𝜕0
2𝑢0 + 𝜀𝜕0

2𝑢1 + 2𝜀𝜕01
2 𝑢0 + 𝑢0 + 𝜀𝑢1 + ⋯ = 0. (9) 

Ketika 𝑂(1) dan 𝑂(𝜀) maka pada persamaan (9) secara berturut-turut berlaku 

𝜕0
2𝑢0 +  𝑢0 = 0, (10) 

𝜕0
2𝑢1 +  𝑢1 = −2𝜕01

2 𝑢0 −  𝑢0
3 . (11) 

Adapun solusi umum dari persamaan (10) adalah 

𝑢0 = 𝑎( 𝑇1, 𝑇2, … ) cos(𝑇0 + 𝛽(𝑇1, 𝑇2, … )) ,  (12) 

dengan 𝑎 dan 𝛽 bukan konstanta tetapi fungsi dari skala waktu 𝑇𝑖 kecuali 𝑇0 sebagai implikasi 

dari penyelesaian turunan 𝑢0 terhadap 𝑇0 pada persamaan (12). Selanjutnya, hasil substitusi 

persamaan (12) ke (13 ) adalah 

𝜕0
2𝑢1 + 𝑢1 = 2

𝜕𝑎

𝜕𝑇1
sin(𝑇0 + 𝛽) + (2𝑎

𝜕𝛽

𝜕𝑇1
 –  

3

4
𝑎3) cos(𝑇0 + 𝛽) –

1

4
𝑎3 cos(3𝑇0 + 3𝛽) . (13) 

Perhatikan ruas kanan pada persamaan (13) menghasilkan suku sekuler untuk 𝑢1. Agar solusi 

yang diperoleh seragam, maka suku sekuler harus dieliminasi. Hal ini bisa dicapai dengan 

menetapkan masing-masing koefisien dari sin(𝑇0 + 𝛽) dan cos(𝑇0 + 𝛽) sama dengan nol 

sehingga 

𝜕𝑎

𝜕𝑇1
 

= 0, (14) 

2𝑎
𝜕𝛽

𝜕𝑇1
 – 

3

4
𝑎3  

= 0. (15) 

Adapun solusi homogen 𝑢1ℎ dari persamaan (13) memiliki bentuk yang sama dengan solusi 

umum di 𝑂(1), lebih tepatnya 

𝑢1ℎ = 𝑎̃( 𝑇1, 𝑇2, … ) cos (𝑇0 + 𝛽(𝑇1, 𝑇2, … )) , (16) 

dengan 𝑎̃ dan 𝛽 memiliki penjelasan yang sama dengan 𝑎 dan 𝛽 pada persamaan (12). Solusi 

dari persamaan (14) adalah 𝑎 =  𝑎(𝑇2, 𝑇3, … ) suatu konstanta. Jika 𝑎 ≠ 0, maka persamaan 

(15) dapat ditulis ulang sebagai 

𝜕𝛽

𝜕𝑇1
=  

3

8
𝑎2. 

(17) 

Nilai 𝑎 dan 𝛽 selanjutnya bergantung kepada nilai awal yang menyertai persamaan (2) 

berdasarkan ekspansi (8).  

Lebih lanjut, setelah solusi homogen 𝑢1ℎ diperoleh, maka solusi partikular 𝑢1𝑝 juga 

dapat dihitung di 𝑂(𝜀). Dengan demikian, solusi persamaan (2) hingga 𝑂(𝜀) dapat 

ditulis sebagai berikut 

𝑢 = 𝑢0 + 𝜀(𝑢1ℎ + 𝑢1𝑝). (18) 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Solusi Persamaan Duffing dengan Metode Multiple Scale 
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Persamaan Duffing yang digunakan adalah hasil modifikasi dari persamaan (2) berdasarkan 

(Cai, 2019) dengan model sistem peredam pegas yang lebih dikenal dengan istilah Persamaan 

Duffing Osilator yang diberikan oleh 

𝑦̈ + 𝛽𝑦̇ − 𝑦 + 𝜀𝑦3 = 𝐹 cos(𝜔𝑡), (19) 

dengan nilai awal 𝑦(0) = 𝐴 dan 𝑦̇(0) = 0. Pada persamaan (19), 𝑦̈ merepresentasikan 

percepatan pegas pada waktu 𝑡, 𝑦̇ menyatakan kecepatan, 𝑦 merupakan pertambahan 

panjang pegas, 𝛽 menyatakan koefisien peredam, 𝜅 menyatakan koefisien gaya 

pemulih, dan 𝜀 menyatakan konstanta kenonlinieran sekaligus parameter perturbasi 

(dengan 0 < 𝜀 ≪ 1), 𝐹 merupakan amplitudo gaya periodik, dan 𝜔 menyatakan 

frekuensi dari gaya periodik. 

Untuk menyelesaikan persamaan (19) digunakan Metode Multiple Scales dengan skala waktu 

seragam, yakni 𝑇𝑖 = 𝜀𝑖𝑡, 𝑖 = 0,1,2, …. Dengan mengasumsikan persamaan (4) sebagai 

solusi dari persamaan (19) dan operator turunan pertama dan kedua terhadap waktu pada 

persamaan (5) dan (6) maka pada saat 𝑂(1) persamaan (19) diberikan oleh 

 
∂2𝑌0

∂𝑇0
2 + 𝛽

∂𝑌0

∂𝑇0
− 𝜅𝑌0 − 𝐹 cos(𝜔𝑇0) =  0. 

(20) 

Eksistensi suku 𝐹 cos(𝜔𝑇0) membuat persamaan diferensial (20) bersifat nonhomogen. 

Hal ini menjadikan solusi persamaannya terdiri dari dua jenis solusi, yakni solusi 

homogen dan solusi partikular, dinotasikan 𝑌0 = 𝑌0ℎ + 𝑌0𝑝. Terlebih dahulu akan dicari 

solusi homogen 𝑌0ℎ dengan menyelesaikan persamaan diferensial versi homogen (20), 

yakni 

∂2𝑌0ℎ

𝜕𝑇0
2 + 𝛽

∂𝑌0ℎ

∂𝑇0
− 𝜅𝑌0ℎ = 0. 

(21) 

Dengan menggunakan metode karakteristik dan memandang kasus 4𝜅 < −𝛽2 diperoleh 

solusi homogen untuk 𝑌0ℎ sebagai berikut 

𝑌0ℎ = 𝑒−
𝛽𝑇0

2  [𝐴0 cos(𝜆𝑇0 + 𝐵0)], 
(22) 

dengan 𝜆 =
√−𝛽2−4𝜅

2
 dan 𝐴0 = 𝐴0(𝑇1, 𝑇2, … ) dan 𝐵0 = 𝐵0(𝑇1, 𝑇2, … ) sebagai dua 

variabel yang belum diketahui nilainya yang juga dikenal dengan istilah konstanta 

integrasi untuk persamaan (21). Nilai 𝐴0 dan 𝐵0 akan ditentukan kemudian. 

Selanjutnya, solusi partikular 𝑌0𝑝 dapat ditentukan dengan menyelesaikan persamaan 

diferensial berikut 

∂2𝑌0𝑝

∂𝑇0
2 + 𝛽

∂𝑌0𝑝

∂𝑇0
− 𝜅𝑌0𝑝 = 𝐹 cos(𝜔𝑇0) (23) 

Fungsi penduga untuk solusi partikular 𝑌0𝑝 adalah 

𝑌0𝑝 = 𝑎0 cos(𝜔𝑇0) + 𝑏0 sin(𝜔𝑇0). (24) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (24) ke persamaan (23) dan menyelesaikan 

persamaan yang diperoleh terhadap 𝑎0 dan 𝑏0 maka didapatkan  

𝑎0 = −
𝐹

𝜒
, 𝑏0 =

𝛽𝜔𝐹

(𝜔2 + 𝜅)𝜒
,  

𝜒 =
(𝜔2 + 𝜅)2 + (𝛽𝜔)2

(𝜔2 + 𝜅)
. 

(25) 
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Lebih lanjut, solusi 𝑌0 sekarang dapat dituliskan sebagai berikut 

𝑌0 = 𝑌0ℎ + 𝑌0𝑝 = 𝑒−
𝛽𝑇0

2 [𝐴0 cos(𝜆𝑇0 + 𝐵0)]  + 𝑎0 cos(𝜔𝑇0) + 𝑏0 sin(𝜔𝑇0). (26) 

Solusi 𝑌0 pada persamaan (26) belum lengkap karena nilai 𝐴0 dan 𝐵0tidak diketahui. 

Pandang kembali nilai awal yang diberikan: 𝑦(0) = 𝐴 dan 𝑦̇(0) = 0. Ini berarti  

𝑦(𝑡) ≡ 𝑌(𝑇0, 𝑇1, … ) = 𝑌0(𝑇0, 𝑇1, … ) + 𝜀𝑌1(𝑇0, 𝑇1, … ) + 𝑂(𝜀2), 
𝑦̇(𝑡) ≡ 𝑌̇(𝑇0, 𝑇1, … ) = 𝑌0̇(𝑇0, 𝑇1, … ) + 𝜀𝑌1

̇ (𝑇0, 𝑇1, … ) + 𝑂(𝜀2), 

 

dengan demikian  

𝑌0(0,0, … ) = 𝐴 dan 𝑌̇0(0,0, … ) = 0. (27) 

Persamaan (27) akan digunakan untuk menentukan nilai awal yang akan digunakan 

untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang melibatkan 𝐴0(𝑇1, 𝑇2, … ) dan 

𝐵0(𝑇1, 𝑇2, … ). Berdasarkan persamaan (26) dan (27), berlaku dua persamaan berikut 

𝐴0(0,0, … ) cos(𝐵0(0,0, … )) = 𝐴 − 𝑎0, 

(28) 
𝐴0(0,0, … ) sin(𝐵0(0,0, … ))  = 

2𝑏0𝜔 + (𝑎0 − 𝐴)𝛽

𝜂
. 

Dengan menggunakan identitas trigonometri, dari sistem persamaan (28) dengan mudah 

diperoleh 

𝐴0(0,0, … ) = √
(2𝑏0𝜔 + (𝑎0 − 𝐴)𝛽)2 + 𝜆2(𝑎0 − 𝐴)2

𝜆2
 

(29) 

𝐵0(0,0, … ) = cot−1 (
𝜆(𝐴 − 𝑎0)

2𝑏0𝜔 + (𝑎0 − 𝐴)𝛽
) 

Sistem persamaan (29) selanjutnya menjadi nilai awal yang dapat digunakan untuk 

menghitung 𝐴0(𝑇1, 𝑇2, … ) dan 𝐵0(𝑇1, 𝑇2, … ). 

Sebelum menggunakan persamaan (29), pandang terlebih dahulu persamaan (7) saat 

𝑂(𝜀): 

∂2𝑌1

∂𝑇0
2 + 𝛽

∂𝑌1

∂𝑇0
− 𝜅𝑌1 = −2

∂2𝑌0

∂𝑇0 ∂𝑇1
− 𝛽

∂𝑌0

∂𝑇1
+  𝑌0

3. (30) 

Perhatikan ruas kiri persamaan (30) yang identik dengan ruas kiri persamaan saat 

𝑂(1). Hal ini membuat solusi homogen untuk 𝑌1 memiliki formulasi yang sama dengan 

solusi homogen untuk 𝑌0. Pada ruas kanan persamaan (30) hanya varibel 𝑌0 yang terlibat 

sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (26) diperoleh dua suku pertama di ruas 

kanan persamaan yang memuat turunan terhadap 𝑇1.  

Pada ruas kanan persamaan (26) ini juga muncul suku sekuler, yakni suku yang 

membuat solusi yang diperoleh tidak seragam. Untuk menanggulangi masalah ini, maka 

suku-suku ini harus dieliminasi. Suku-suku yang dimaksud adalah yang memuat fungsi 

cos(𝜆𝑇0 + 𝐵0) dan sin(𝜆𝑇0 + 𝐵0). Akibatnya, agar suku-suku yang memuat fungsi 

tersebut dapat dieliminasi maka haruslah koefisiennya bernilai 0. Berdasarkan implikasi 

ini maka berlaku 

−
𝑑𝐵0

𝑑𝑇1
𝜆 +

3

2
(𝑏0

2 + 𝑎0
2 +

𝐴0
2

2
𝑒−𝑇0𝛽) = 0, (31) 
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𝑑𝐴0

𝑑𝑇1
𝑒−

𝑇0𝛽
2 𝜆 = 0. 

Sekarang kita sudah memiliki masalah nilai awal, yakni sistem persamaan diferensial 

biasa (31) dengan nilai awal pada persamaan (29). Dengan menyelesaikan masalah nilai 

awal tersebut maka diperoleh  

𝐴0(𝑇1, 𝑇2, … ) = 𝐴0(0,0, … ), 

(32) 
𝐵0(𝑇1, 𝑇2, … ) = 𝐵0(0,0, … ) +  

𝑇1(3𝜂2 + (6𝑏02 + 6𝑎02)𝑒𝑇0𝛽)

4𝜆𝑒𝑇0𝛽
. 

Jadi, solusi persamaan (19) dengan metode Multiple Scales hingga orde pertama 

diberikan oleh 

𝑌0 = 𝐴0𝑒−
𝛽𝑡
2 cos(𝜆𝑡 + 𝐵0)  + 𝑎0 cos(𝜔𝑡) + 𝑏0 sin(𝜔𝑡). (33) 

 

dengan 𝐴0 ≡ 𝐴0(𝑇1, 𝑇2, … ) dan 𝐵0 ≡ 𝐵0(𝑇1, 𝑇2, … ) diberikan oleh persamaan (32) 

sedangkan konstanta 𝑎0 dan 𝑏0 diberikan oleh persamaan (25). 

 

3.2. Perbandingan Solusi Perturbasi dengan Hasil Numerik 

Persamaan (19) merupakan persamaan diferensial biasa orde 2 nonhomogen yang dapat 

dituliskan kembali menjadi sistem dua persamaan diferensial biasa orde 1 nonhomogen. 

Dalam hal ini, misalkan 𝑥 = 𝑦̇ sehingga 𝑥̇ = 𝑦̈ sehingga persamaan (19) dapat dituliskan 

kembali menjadi 

𝑥̇ = −𝛽𝑥 + 𝜅𝑦 −  ε𝑦3 + 𝐹 cos(𝜔 𝑡), 
(34) 

𝑦̇ = 𝑥. 
Perhatikan bahwa sistem (34) memiliki tiga titik kritis ketika 𝐹 = 0, yakni (𝑥1

∗, 𝑦1
∗) =

(0,0), (𝑥2,3
∗ , 𝑦2,3

∗ ) = (0, ±√𝜅/𝜀 ). Ketika 𝐹 ≠ 0, sistem (34) tidak lagi memiliki titik 

kritis. Dinamika dari sistem yang dihasilkan ketika 𝐹 → 0 memiliki dinamika yang tidak 

jauh berbeda ketika 𝐹 = 0. Untuk melihat dinamika dari sistem (34) secara numerik, 

metode Runge-Kutta dapat digunakan.  

 

Gambar 1. Potret fase sistem (34) ketika 𝐹 = 𝜔 = 1.01, 𝛽 = 1, 𝜅 = −0.26, dan 𝜀 = 0.001. 

Berdasarkan Gambar 1, perilaku sistem (34) di sekitar titik (𝑦, 𝑥) = (0,0) cenderung 

membentuk siklus limit. Pada gambar diambil tiga titik uji, yakni (0,0), (1,0), (−1,0) 

yang mana ketiga titik tersebut kurva solusinya membentuk siklus limit di sekitar titik 
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(0,0). Secara numerik, berdasarkan gambar kita masih belum bisa menjelaskan 

eksistensi siklus limit ini. Kesimpulan yang diperoleh tentu saja hanya berdasarkan hasil 

visual yang ditampilkan pada Gambar 1. 

Selanjutnya akan diperiksa kesesuaian hasil numerik dengan solusi perturbasi yang 

diperoleh, yakni pada persamaan (33). Dengan menggunakan nilai parameter yang sama 

seperti pada Gambar 1, kurva solusi perturbasi dan hasil numerik diplot dalam satu 

bidang seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2. 

 

Gambar 2. Plot solusi Persamaan Dufing Osilator (19) menggunakan Metode Multiple Scale 

(garis-merah) dan dari hasil numerik (garis putus-putus - biru) ketika 𝐹 = 𝜔 =
1.01, 𝛽 = 1, 𝜅 = −0.26, dan 𝜀 = 0.001. 

Pada Gambar 2, solusi perturbasi pada persamaan (33) diplot bersamaan dengan solusi 

hasil perhitungan numerik untuk 𝐹 = 𝜔 = 1.01, 𝛽 = 1, 𝜅 = −0.26, dan 𝜀 = 0.001. Secara 

visual, dapat disimpulkan terdapat kesesuaian yang sangat bagus antara hasil perturbasi dengan 

hasil numerik. Hasil perturbasi dapat memprediksi dengan baik karakteristik sinusoidal ketika 

𝑡 mulai bernilai cukup besar pada hasil numerik. Lebih lanjut, untuk melihat lebih dekat 

kesesuaian kedua hasil yang diperoleh maka dapat dianalisis juga plot eror kedua solusi 

terhadap waktu 𝑡. 

 

Gambar 3. Plot eror antara hasil perturbasi dan hasil numerik di bidang 𝑡 − Δ𝑦 ketika 𝐹 =
𝜔 = 1.01, 𝛽 = 1, 𝜅 = −0.26, dan 𝜀 = 0.001. 

Terlebih dahulu didefinisikan eror sebagai nilai mutlak beda solusi perturbasi 𝑌0 dengan 

solusi numerik 𝑦𝑛𝑢𝑚. 
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Δ𝑦 = |𝑌0 − 𝑦𝑛𝑢𝑚|. 

Berdasarkan Gambar 3, dapat disimpulkan bahwa hasil perturbasi dengan hasil numerik 

memiliki kesesuaian yang cukup bagus untuk 𝑡 → ∞. Walaupun untuk nilai 𝑡 yang 

cukup kecil masih terdapat eror yang cukup besar antara kedua hasil tersebut. Hal yang 

cukup menarik adalah Δ𝑡 cenderung bersifat sinusoidal untuk 𝑡 → ∞, dengan kata lain 

Δ𝑡 tidak akan konvergen seragam ke 0 sehingga akan selalu ada eror pada kedua hasil 

yang diperoleh. Untuk hasil simulasi berikutnya, variasi nilai 𝜀 ketika 0 < 𝜀 ≪ 1 

menunjukkan eror Δ𝑦 < 𝜀, artinya semakin kecil nilai 𝜀 yang digunakan semakin 

bersesuaian hasil perturbasi yang diperoleh dengan hasil numerik. 

 

Gambar 4. Kurva solusi hasil perturbasi (garis-merah) dan hasil numerik (garis putus-putus – 

biru) untuk masalah nilai awal (19) dan (37) dengan 𝑦(0) = 1 dan  𝑦̇ = 0 ketika 

𝐹 = 𝜔 = 1.01, 𝛽 = 1, 𝜅 = −0.26, dan 𝜀 = 0.001. Untuk nilai 𝑡 yang cukup besar, 

kedua hasil membentuk siklus limit. 

Hasil perturbasi yang diperoleh juga mengindikasikan eksistensi siklus limit pada 

persamaan Dufing Osilator di sekitar titik (0,0). Secara numerik, hasil ini tidak akan 

muncul tanpa dilakukan simulasi. Namun, berdasarkan hasil yang diperoleh pada 

persamaan (33) maka 

|𝑌0| ≤ |𝐴0𝑒−
𝛽𝑡
2 cos(𝜆𝑡 + 𝐵0)|  + |𝑎0 cos(𝜔𝑡)| + |𝑏0 sin(𝜔𝑡)|. 

Jelas bahwa untuk kasus 𝑡 → ∞ berlaku 

|𝑌0|2 ≤ 𝑎0
2 + 𝑏0

2. 

Hal ini mengkonfirmasi eksistensi siklus limit di sekitar titik (0,0) dengan radius 

siklusnya bergantung pada nilai koefisien solusi partikular dari hasil perturbasi yang 

diperoleh. 

 

4. KESIMPULAN 

Solusi Multiple Scales untuk persamaan Duffing Osilator hingga orde pertama memiliki 

kesesuaian yang bagus dengan hasil numerik. Semakin kecil nilai koefisien kenonlinieran maka 

semakin kecil juga eror antara hasil numerik dan hasil perturbasi yang cenderung bersifat 

sinusoidal untuk waktu yang semakin besar. Terakhir, solusi perturbasi yang diperoleh mampu 

memprediksi eksistensi siklus limit pada Persamaan Duffing Osilator. 
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