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 The unit group of rings ℤ𝒏 denoted by 𝑈𝑛 is widely used in pure 

mathematics and applied mathematics. It makes the mathematics 

calculation in 𝑈𝑛 more complicated as n gets bigger. However, when 

𝑈𝑛 is cyclic, the calculation is no longer matter. In previous research, 

it was shown that 𝑈𝑛 is cyclic if and only if n = 2;4; pk;2pk for any odd 

prim p and any positive integer k. This statement is known as Gauss’ 

Theorem for primitive root. This paper aims to reprove The Gauss’ 

Theorem using various tools like divisibility in ℤ, group and ring, 

polynomials over integral domain and fields. It is stated by showing 

that 𝑈𝑎𝑏  is not cyclic where a,b > 2, (a,b) = 1. Thus, the necessity for 

𝑈𝑛 to be cyclic, n must be of the form 2k; pk or 2pk. Furthermore, we 

find 𝑈2𝑘 is cyclic if only if k ∈ {1,2}. And then, proved that 𝑈𝑝 is 

cyclic and using induction on k, we find that 𝑈𝑝𝑘 is cyclic. Finally, it 

is also found that 𝑈2𝑝𝑘 is cyclic so that Gauss’ Theorem is proven. 

DOI: … ©2023 TJoMA. All rights reserved. 

 

1. PENDAHULUAN 

Diberikan aslian 𝑛 > 1, himpunan cacahan yang lebih kecil dari 𝑛 membentuk ring komutatif 

dengan satuan 1 terhadap tambah dan kali modulo 𝑛, disebut ring modulo 𝑛 dan dinotasikan 

sebagai ℤ𝒏. Grup unit dari ring ℤ𝒏 (himpunan semua unit, yaitu unsur-unsur yang memiliki 

invers) dinotasikan sebagai 𝑈𝑛. Grup ini banyak digunakan dalam matematika murni maupun 

terapan seperti pemfaktoran utuhan yang digunakan dalam kriptografi RSA, uji prim, dan 

masih banyak lainnya. 

Ini menjadikan perhitungan matematika di 𝑈𝑛 semakin rumit seiring dengan semakin 

besarnya 𝑛. Akan tetapi, ketika 𝑈𝑛 = 〈𝑎〉 siklik, kendala tersebut dapat teratasi, dan akan lebih 

teratasi apabila pembangun 𝑎 dipilih sekecil mungkin dari semua 𝜑(𝜑(𝑛)) pembangunnya. Ini 

suatu sebab mengapa jika 𝑈𝑛 siklik orang tertarik untuk melihat apakah 𝑈𝑛 dibangun oleh 2 

atau tidak. Untuk lebih jelasnya, mari bandingkan antara grup siklik: 

 

 𝑈13  =  ⟨2⟩  =  {21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210, 211, 212}  
 =  {2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1}    (1)

  
dengan grup tak-siklik 𝑈15  =  {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}. Di 𝑈13, untuk menghitung, katakanlah 

𝑥 =  111005−1380, maka karena order dari 2 adalah sebanyak elemen 𝑈13 yaitu 12 dan 11 = 

27,5 = 29,3 = 24, maka: 

 𝑥 =  27002−92320  =  242328  =  23  =  8.   (2) 

 

Perhatikan bahwa 𝑈13 memiliki 𝜑(𝜑(13))  =  𝜑(12)  =  4 pembangun: 2,6,11,7; jika 

pembangun yang dipilih adalah 11, perhitungan untuk 𝑥 di atas bisa juga dilakukan namun 

tidak semudah memilih 2 sebagai pembangunnya. Lain halnya dengan 𝑈15 yang tidak siklik, 

tidak semua unsurnya dapat ditulis sebagai pangkat suatu bilangan. 
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Tulisan ini bertujuan untuk melihat 𝑛 yang bagaimana sehingga 𝑈𝑛 siklik, tidak 

bertujuan untuk menentukan pembangunnya, apalagi mencari pembangun terkecil. Mencari 

pembangun dari 𝑈𝑛 (jika siklik) masih open problem hingga saat ini. 

Carl Frederick Gauss dalam bukunya Disquisitiones Arithmeticae, menunjukkan 

bahwa 𝑈𝑛 siklik jika dan hanya jika 𝑛 =  2,4, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘 untuk sebarang prim ganjil 𝑝 dan aslian 

𝑘. Pernyataan ini dikenal dengan sebutan Dalil Gauss untuk akar primitif sebab Gauss memiliki 

banyak dalil dan dalil ini membicarakan pembangun grup siklik dari 𝑈𝑛 yang pada masa itu 

disebut akar primitif dimana teori grup belum dikenal (Gauss, 1966). Disini Dalil Gauss akan 

dibuktikan ulang dengan menggunakan berbagai landasan teori seperti keterbagian pada ℤ, 

teori grup, ring, polinom atas daerah integral, lapangan dan lain sebagainya. Pembaca dari 

tulisan ini diharapkan telah memahami teori-teori dasar mengenai grup dan ring sehingga pada 

tinjauan kepustakaan, semua istilah dari grup dan ring tidak disinggung lagi dan hanya 

membahas beberapa saja yang terkait erat dengan tulisan ini. 

 

2. METODE 

Pada tulisan ini, semua istilah dan teori dasar mengenai grup dan ring tidak disinggung lagi 

dan hanya membahas beberapa yang terkait erat dengan tulisan ini. Mulai sekarang dan 

seterusnya, himpunan semua utuhan ditulis dengan ℤ dan himpunan semua utuhan tak-negatif 

ditulis dengan ℕ. Setiap variabel atau quantitas selalu diasumsikan di ℤ, kecuali ada keterangan 

khusus. Semua istilah pada metode mengacu pada Burton (2010), Amri (2020) dan Gallian 

(2012). 

 

2.1. Keterbagian 

Well Ordering Principle (WOP). Jika 𝑆 ⊂  𝑁 dengan 𝑆 ≠ ∅, maka S memiliki unsur terkecil. 

 

Dalil 1 (Algoritma Pembagian). Diberikan 𝑎 dan 𝑏 >  0, ada 𝑞 dan 𝑟 yang tunggal sehingga 

𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟 dengan 0 ≤ 𝑟 < 𝑏. 

 

Definisi 1. Utuhan 𝑎 ≠ 0 dikatakan pembagi dari 𝑏 (atau 𝑏 kelipatan dari 𝑎) bila ada 𝑥 sehingga 

𝑏 =  𝑎𝑥. Ini dinotasikan dengan 𝑎|𝑏 dan negasinya dengan 𝑎 ∤ 𝑏. 

Jelas bahwa | transitif dan jika 𝑐 | 𝑎 ∧  𝑐 | 𝑏 maka 𝑐 | 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, ∀ 𝑥, 𝑦. 

 

Definisi 2. Diberikan 𝑎 dan 𝑏, utuhan 𝑐 disebut pembagi sekutu dari 𝑎 dan 𝑏 bila 𝑐|𝑎 dan 𝑐|𝑏; 

jika 𝑎 dan 𝑏 tidak keduanya nol, faktor persekutuan terbesar dari 𝑎 dan 𝑏, dinotasikan dengan 

𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) atau (𝑎, 𝑏), adalah utuhan 𝑑 yang bersifat 𝑑|𝑎 ∧  𝑑|𝑏 dan jika 𝑐|𝑎 ∧  𝑐|𝑏, maka 𝑐 ≤
𝑑. Bila (𝑎, 𝑏) = 1, maka 𝑎 dan 𝑏 dikatakan saling prim, atau yang satu koprim dengan yang 

lainnya. 

Jelas bahwa (𝑏, 𝑎) = (|𝑎|, |𝑏|), (𝑎, 0) = |𝑎| dan jika 𝑒|𝑎, maka (𝑒, 𝑎) = |𝑒|. Jika 

(𝑎, 𝑏) ada dan 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟, maka (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑟). 

 

Dalil 2 (Dalil Bezout). Diberikan 𝑎 dan 𝑏 yang tidak keduanya nol, maka ada 𝑥 dan 𝑦 yang 

memenuhi (𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦. 

 

Dalil 3. (𝑎, 𝑏) = 1 jika dan hanya jika ∃𝑥, 𝑦 ∈ ℤ ∋ 1 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦. 

 

Dalil 4 (Lemma Euclid). Jika 𝑎|𝑏𝑐 dan (𝑎, 𝑏) = 1, maka 𝑎|𝑐. 

 

Dalil 5. Jika 𝑎|𝑚 dan 𝑏|𝑚 dengan (𝑎, 𝑏) = 1, maka 𝑎𝑏|𝑚. 

 

Dalil 6. Jika (𝑎, 𝑛) = 1 dan (𝑏, 𝑛) = 1 dengan (𝑎, 𝑏) = 1, maka (𝑎𝑏, 𝑛) = 1. 
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Dalil 7. Jika 𝑑 = (𝑎, 𝑏) dan 𝑐 sebarang pembagi sekutu dari 𝑎 dan 𝑏, maka 𝑐|𝑑 dan 

(𝑎/𝑐, 𝑏/𝑐) = 𝑑/𝑐; akibatnya (𝑎/𝑑, 𝑏/𝑑) = 1. 

 

2.2. Bilangan Prim 

Definisi 3. Utuhan 𝑝 > 1 disebut prim bila pembagi positifnya hanya 1 dan 𝑝. Utuhan yang 

lebih besar dari satu dan tidak prim disebut komposit. 

Jelas 𝑝 prim, maka (𝑝, 𝑎) = 1 bila 𝑝 ∤ 𝑎, selainnya (𝑝, 𝑎) = 𝑝. 

 

Dalil 8. Jika 𝑝 prim dan 𝑝|𝑎𝑏, maka 𝑝|𝑎 atau 𝑝|𝑏. 

 

Dalil 9. (Dalil Dasar Aritmatika). Setiap utuhan 𝑛 > 1 adalah prim atau perkalian dari sejumlah 

prim secara tunggal (tanpa memerhatikan urutan faktor-faktornya). 

 

Akibat 1. Setiap utuhan 𝑛 > 1 dapat ditulis sebagai (disebut bentuk kanonik) 

 𝑛 = 𝑝1
𝑘1  𝑝2

𝑘2  . . . 𝑝𝑟
𝑘𝑟       (3) 

 

dimana setiap 𝑘𝑖 ≥ 1 dan setiap 𝑝𝑖 prim dengan 𝑝1 < ··· < 𝑝𝑟. 

 

Dalam bentuk kanonik di atas jelas bahwa (𝑝𝑖
𝑘𝑖 , 𝑝

𝑗

𝑘𝑗) = 1 jika dan hanya jika 𝑖 ≠ 𝑗. 

 

2.3. Kongruensi 

Definisi 4. Misal 𝑚 sebarang aslian. Utuhan 𝑎 dan 𝑏 dikatakan kongruen modulo 𝑚, 

dinotasikan dengan 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚), bila 𝑚|𝑎 − 𝑏; negasinya ditulis dengan 𝑎 ≢ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

Utuhan 𝑚 didalam kedua notasi itu disebut modulus. Bila modulusnya jelas dari topik 

pembicaraan, notasi 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) cukup disingkat sebagai 𝑎 ≡ 𝑏. Jika 𝑎 ∈ ℤ, maka didalam 

modulo 𝑛 notasi [𝑎]𝑛 menyatakan sisa tak-negatif terkecil dari pembagian 𝑎 dengan 𝑛; bila 𝑛 

jelas dari apa yang dibicarakan, maka [𝑎]𝑛 ditulis dengan 𝑎̅ atau 𝑎 atau cukup 𝑎 saja. 

Dalam modulo 𝑚 jelas 𝑎 ≡ 𝑎, jika 𝑎 ≡ 𝑏 maka 𝑏 ≡ 𝑎, dan jika 𝑎 ≡ 𝑏 ∧  𝑏 ≡ 𝑐 maka 

𝑎 ≡ 𝑐. 

 

Dalil 10. Jika 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑐 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑚), maka 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑎𝑐 ≡
𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

 

Akibat 2. Jika 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) maka 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑚) untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

 

Dalil 11. Jika 𝑐𝑎 ≡ 𝑐𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑
𝑛

𝑐,𝑛
). 

 

2.4. Fungsi Phi Euler 

Definisi 5. Diberikan aslian 𝑛, banyaknya aslian ≤ 𝑛 yang saling prim dengan 𝑛 ditulis sebagai 

𝜑(𝑛) dan disebut dengan fungsi phi Euler. 

 

Dalil 12 (Gauss). Untuk sebarang aslian 𝑛 berlaku ∑ 𝜑(𝑑)𝑑|𝑛 = 𝑛. 

 

Dalil 13 (Euler). Jika 𝑛 aslian dan (𝑎, 𝑛) = 1, maka 𝑎𝜑(𝑛) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

 

Akibat 3 (Dalil Kecil). Jika 𝑝 prim dan 𝑝 ∤ 𝑎, maka 𝑎𝑝 − 1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝). 

 

Dalil 14. 𝜑(1) = 1 dan untuk 𝑛 > 1 berlaku 𝜑(𝑛) = ∏ (p − 1)pk−1
prim 𝑝|𝑛 .  
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Akibat 4. Jika 𝑚, 𝑛 ≥ 1 dan (𝑚, 𝑛) = 1, maka 𝜑(𝑚𝑛) = 𝜑(𝑚)𝜑(𝑛). 

 

2.5. Order Element Grup 

Misal 𝐺 grup (selalu diasumsikan multiplikatif, kecuali ada keterangan lain) dan 𝑎 ∈  𝐺. 

Aslian terkecil 𝑘 (jika ada) disebut order dari 𝑎 bila 𝑎𝑘 = 1, dinotasikan sebagai 𝑘 = 𝑜(𝑎); 

bila 𝑘 tidak ada, maka 𝑎 disebut tidak memiliki order. 

 

Dalil 15. Jika G grup hingga maka setiap unsurnya memiliki order. 

Bukti: Jika 𝑎 ∈  𝐺 maka 𝑎1, 𝑎2 ,... semuanya di 𝐺 dan karena 𝐺 hingga, tidak mungkin 

𝑎1, 𝑎2,... saling berbeda, jadi ada 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 sehingga 𝑎𝑗 = 𝑎𝑖, akibatnya 𝑎𝑗−𝑖 = 1, yaitu ada 

suatu aslian 𝑘 sehingga 𝑎𝑘 = 1. WOP mengatakan, ada aslian terkecil 𝑘0 yang bersifat 𝑎𝑘0 =
1, yaitu 𝑘0 = 𝑜(𝑎). 

 

Dalil 16. Jika 𝐺 grup hingga dan abelian maka untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺: 𝑜(𝑎) membagi |𝐺|. 
Bukti: Untuk sembarang grup 𝐺 (tidak harus abelian atau hingga) dan 𝑎 ∈ 𝐺, pemetaan 𝑎𝐺 ⟶
𝐺, 𝑎𝑔 ⟼ 𝑔, jelas bijektif; akibatnya, karena 𝑎𝐺 ⊆  𝐺, maka 𝑎𝐺 =  𝐺. Jika 𝐺 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} 

hingga, perkalian dari semua unsur di G dapat dilakukan, dan karena {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}  =
 {𝑎𝑎1, . . . , 𝑎𝑎𝑛} plus G abelian maka: 

 𝑎1  ··· 𝑎𝑛  =  𝑎𝑎1  ··· 𝑎𝑎𝑛  =  𝑎𝑛𝑎1  ··· 𝑎𝑛,   (4) 

 

jadi 𝑎𝑛 = 1. Tinggal dibuktikan 𝑛 kelipatan 𝑘 = 𝑜(𝑎) (keberadaan k jelas dari dalil 

sebelumnya). Karena 𝑘 > 0 maka 𝑛 bisa dibagi dengan 𝑘 untuk mendapatkan 𝑛 = 𝑞𝑘 + 𝑟, 0 ≤
𝑟 < 𝑘, dan diharapkan sisa 𝑟 = 0. Harapan ini pasti terjadi, sebab jika 𝑟 ≠ 0, maka 𝑟 aslian 

yang < 𝑘 namun 𝑎𝑟 = 𝑎𝑛(𝑎𝑘)−𝑞 = 𝑒𝑒−𝑞 = 1, padahal tadinya 𝑘 aslian terkecil yang bersifat 

𝑎𝑘 = 1. 

 

Dalil 17. Misal 𝐺 grup dan 𝑎 ∈  𝐺 memiliki order 𝑘. Maka: 

(a) 𝑎𝑚 = 1 jika dan hanya jika 𝑘|𝑚. 

(b) 𝑎𝑠 = 𝑎𝑡 jika dan hanya jika 𝑠 ≡ 𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑘). 

(c) Untuk 𝑛 ∈ ℤ+, 𝑜(𝑎𝑛) =
𝑘

(𝑘,𝑛)
. 

 

Bukti:  

(a) Syarat perlu sudah dibuktikan pada bukti dari dalil sebelumnya. Bukti untuk konversnya 

trivial. 

(b) 𝑎𝑠 = 𝑎𝑡 ⇔  𝑎𝑠−𝑡 = 1 ⇔  𝑘|𝑠 − 𝑡 (menurut (𝑎)) ⇔ 𝑠 ≡ 𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑘). 
(c) Tulis 𝑑 = (𝑘, 𝑛). Maka 𝑠 = 𝑘/𝑑 dan 𝑡 = 𝑛/𝑑 saling prim. Targetnya adalah 𝑘/𝑑 = 𝑠 

adalah order dari 𝑎𝑛. Pertama, (𝑎𝑛)𝑠 = 𝑎𝑑𝑡𝑠 = (𝑎𝑘)𝑡 = 1𝑡 = 1. Berikutnya, jika 𝑙 sebarang 

utuhan yang memenuhi (𝑎𝑛)𝑙 = 1, maka dari (𝑎) didapat 𝑜(𝑎) = 𝑘 = 𝑑𝑠 membagi 𝑛𝑙 = 𝑑𝑡𝑢 

dan karena 𝑑 ≠ 0 tentu 𝑠|𝑡𝑙. Tetapi (𝑠, 𝑡) = 1, Lemma Euclid berkata 𝑠|𝑙. Ini menyimpulkan 

𝑠 order dari 𝑎𝑛. 

 

2.6. Grup Siklik 

Misal 𝐺 grup dan 𝑎 ∈ 𝐺. Subgrup terkecil dari 𝐺 yang memuat 𝑎 ditulis dengan ⟨𝑎⟩ dan mudah 

diperiksa bahwa ⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑘: 𝑘 ∈ ℤ}. Jika 𝑘 = 𝑜(𝑎) ada, maka ⟨𝑎⟩ = {𝑎0, . . . , 𝑎𝑘−1}. Sekedar 

mengulang, grup 𝐺 disebut siklik bila ada 𝑔 ∈ 𝐺 (disebut pembangun) sehingga ⟨𝑔⟩ = 𝐺. 

 

Dalil 18. Misal grup G=⟨a⟩ siklik. Maka: 

(a) Jika 𝐺 tak-hingga maka 𝐺 memiliki pas dua pembangun (𝑎 dan 𝑎−1) dan 𝐺 ≈ ℤ. 

(b) Jika |𝐺| = 𝑛 maka 𝐺 memiliki 𝜑(𝑛) pembangun dan 𝐺 ≈ ℤ𝑛. 
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Bukti:  

(a) Jika G tak hingga maka 𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑗 jika dan hanya jika 𝑖 ≠ 𝑗 (jika ini tidak benar, maka 𝑎 

memiliki order, akibatnya |𝐺| = |⟨𝑎⟩| = 𝑜(𝑎) berhingga). Maka pemetaan 𝐺 →  𝑍, 𝑎𝑚  ↦  𝑚, 

adalah bijektif dan keawetan operasinya terjaga (jika 𝑥 = 𝑎𝑠 dan 𝑦 = 𝑎𝑡 di 𝐺, maka 𝑥 ↦  𝑥, 

𝑦 ↦  𝑡, sehingga 𝑥𝑦 = 𝑎𝑠𝑎𝑡 =  𝑎𝑠+𝑡 ↦  𝑠 + 𝑡. 

(b) Jika |𝐺| = 𝑛 maka 𝑜(𝑎) = 𝑛, akibatnya pemetaan 𝐺 → ℤ𝑛, 𝑎𝑚 ↦ 𝑚 ·  1 bijektif dan 

keawetan operasinya terjaga. 

 

Akibat 5. Jika 𝑈𝑛 siklik maka ia memiliki tepat 𝜑(𝜑(𝑛)) pembangun. 

 

2.7. Ring 

Ring yang memiliki unsur netral terhadap perkalian disebut unital. Dalam tulisan ini, jika 𝐴 

ring unital, selalu diasumsikan 1 ≠ 0, jadi A sedikitnya memiliki dua unsur. 

Misal 𝐴 ring unital. Himpunan semua unsur tak nol dari 𝐴 ditulis dengan 𝐴× dan 

himpunan semua unit dari 𝐴 ditulis dengan 𝑈(𝐴) atau 𝐴∗. Khusus untuk ring ℤ𝑛, grup unitnya 

ditulis dengan 𝑈𝑛. Misal 𝐴 ring unital dan komutatif: (1) 𝐴 disebut daerah integral atau domain 

bila untuk 𝑎𝑏 = 0 berlaku 𝑎 = 0 ∨  𝑏 = 0, (2) 𝐴 disebut lapangan bila 𝐴∗ = 𝐴×. 

Diberikan ring komutatif 𝐴, dapat ditulis: 

 𝑃 =  {(𝑐0, . . . , 𝑐𝑛) ∶  𝑐𝑖 ∈ 𝐴, 𝑛 ∈ 𝑁}.    (5) 

 

Misal diberikan 𝛼 =  (𝑎0, . . . , 𝑎ℎ) dan 𝛽 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑘) di 𝑃, sebutlah ℎ ≥ 𝑘. Definisikan 𝛼 =
𝛽 bila 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 untuk 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 dan 𝑎𝑖 = 0 untuk 𝑖 > 𝑘. Jika pada 𝑃 operasi tambah dan kali 

ditetapkan sebagai sebagai: 

 𝛼 + 𝛽 = (𝑎0 + 𝑏0, . . . , 𝑎ℎ + 𝑏ℎ), 𝑏𝑖 = 0, 𝑖 > 𝑘,   (6) 

dan 

 𝛼𝛽 =  (𝛾0, . . . , 𝛾ℎ+𝑘), 𝛾𝑖 = ∑ 𝑎𝑖−𝑗𝑏𝑗
𝑖
𝑗=0  ,   (7) 

 

maka 𝑃 membentuk ring. Tambah dan kali dari dua unsur di 𝑃 persis seperti tambah dan kali 

dua polinom: 𝛼 dan 𝛽 masing-masing dipandang sebagai polinom 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +···
+𝑎ℎ𝑥ℎ, dan 𝑔(𝑥) =  𝑏0 + 𝑏1𝑥 +··· +𝑎𝑘𝑥𝑘. Untuk alasan ini, ring 𝑃 disebut sebagai ring 

polinom dengan koefisien di 𝐴, ditulis dengan 𝐴[𝑥]. Polinom konstan (𝑎, 0, . . . ,0) ∈ 𝐴[𝑥] 
ditulis sebagai 𝑎̂ untuk membedakan dengan 𝑎 ∈ 𝐴. Unsur 𝑎̂ di 𝐴[𝑥] disebut polinom nol bila 

𝑎 = 0. 

Setiap polinom tak-nol 𝑓 dari 𝐴[𝑥] dapat ditulis sebagai  

 𝑓(𝑥) =  𝑎0 +··· +𝑎𝑛𝑥𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0,    (8) 

 

dan 𝑓 dikatakan berderajat 𝑛 (ditulis 𝑛 = deg 𝑓) dengan koefisien utama 𝑎𝑛. Maka polinom 

konstan berderajat nol, tetapi polinom nol tidak memiliki derajat. Unsur 𝑎 ∈ 𝐴 disebut nol (atau 

akar) dari 𝑓 bila 𝑓(𝑎) = 0. 

 

Dalil 19. Jika 𝐷 domain, maka 𝐷[𝑥] juga domain. 

 

Dalil 20. Misal ring 𝐴 unital dan komutatif. Jika 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴[𝑥] dimana 𝑔 ≠ 0̂ dan koefisien utama 

dari 𝑓 berupa unit, maka ada 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐴[𝑥] yang tunggal sehingga 𝑓 = 𝑞𝑔 + 𝑟 dimana 𝑟 = 0̂ atau 

deg 𝑟 < deg 𝑔. 

 

Akibat 6. Jika 𝐷 domain, 𝑎 ∈ 𝐷, 𝑓 ∈ 𝐷[𝑥], maka sisa pembagian 𝑓(𝑥) dengan 𝑥 − 𝑎 adalah 

𝑓(𝑎). Akibatnya, 𝑎 akar dari 𝑓 jika dan hanya jika (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥). 

 



42       TJoMA | Vol. 2, No. 2, Oct 2023, pp. 37-45 

 

Dalil 21 (Lagrange). Jika 𝐷 domain dan 𝑓 di 𝐷[𝑥] dengan 𝑛 = deg 𝑓 > 0, maka persamaan 

𝑓(𝑥) = 0 memiliki paling banyak n buah akar. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Langkah pengerjaan yang dilakukan yaitu pertama memastikan jika 𝑎, 𝑏 > 2 saling prim maka 

𝑈𝑎𝑏 tidak siklik. Akibatnya jika 𝑈𝑛 siklik, maka 𝑛 tidak mungkin memiliki dua pembagi prim 

ganjil atau lebih, jadi 𝑛 harus berbentuk 2𝑘 atau 𝑝𝑘 atau 2𝑝𝑘 untuk suatu prim ganjil 𝑝 dan 

aslian 𝑘. Langkah selanjutnya adalah meninjau bentuk 𝑛 = 2𝑘 dan memastikan bahwa untuk 

kasus ini, hanya 𝑈2 dan 𝑈4 yang siklik. Kemudian akan ditinjau kasus 𝑛 = 𝑝𝑘 dengan cara 

membuktikan dahulu bahwa 𝑈𝑝 siklik untuk sembarang prim ganjil 𝑝 lalu melakukan induksi 

pada 𝑘 untuk membuktikan 𝑈𝑝𝑘 siklik; uniknya, basis induksi tidak mudah dibuktikan namun 

langkah induksinya lebih mudah, kebalikan dari kasus-kasus induksi pada umumnya. Terakhir 

yaitu membuktikan 𝑈2𝑝𝑘 siklik dengan memanfaatkan hasil-hasil yang telah didapat 

sebelumnya. 

 

3.1. Syarat perlu bagi 𝒏 agar 𝑼𝒏 siklik 

Lemma 1. Untuk sebarang aslian 𝑘 > 2, maka 𝜑(𝑘) genap. 

Bukti: Jika 𝑘 > 2 maka −1 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘) dan −1 ≡ 𝑘 − 1 ∈ 𝑈𝑘. Karena (−1)2 ≡ 1 yang 

berarti 𝑜(−1) = 2, maka berdasarkan Dalil 16, 2 adalah pembagi dari |𝑈𝑘| = 𝜑(𝑘) sehingga 

terbukti untuk 𝑘 > 2, 𝜑(𝑘) kelipatan 2. 

Bukti lainnya (kombinatorik): 𝑎 ∈ 𝑈𝑘 jika dan hanya jika 𝑘 − 𝑎 ∈ 𝑈𝑘 dan 𝑎 ≢ 𝑘 − 𝑎, 

tentu 𝑈𝑘 dapat dipartisi kedalam pasangan {𝑎, 𝑘 − 𝑎} dimana 𝑎 ∈ 𝑈𝑘, 1 ≤ 𝑎 <
𝑘

2
. 

 

Lemma 2. Untuk 𝑎 > 0 dan 𝑏 > 0, maka kelipatan sekutu terkecil dari 𝑎 dan 𝑏 adalah 
𝑎𝑏

(𝑎,𝑏)
. 

Bukti: Tulis 𝑑 = (𝑎, 𝑏), maka tentu 𝑎 dan 𝑏 kelipatan dari 𝑑 atau bisa ditulis 𝑎 = 𝑑𝑠, 𝑏 = 𝑑𝑡 

untuk suatu utuhan 𝑠, 𝑡 dan berdasarkan Dalil 2, 𝑑 dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari 𝑎 

dan 𝑏 yaitu 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 untuk suatu utuhan 𝑥, 𝑦. Misal 𝑙 =
𝑎𝑏

𝑑
, maka 𝑙 = (

𝑎

𝑑
) 𝑏 = 𝑠𝑏 dan juga 

𝑙 = 𝑎 (
𝑏

𝑑
) = 𝑎𝑡 sehingga 𝑙 adalah kelipatan 𝑎 dan juga kelipatan 𝑏. Jika ℎ > 0 sembarang 

kelipatan sekutu dari 𝑎 dan 𝑏, sebut ℎ = 𝑎𝑢 = 𝑏𝑣 untuk suatu utuhan 𝑢, 𝑣, maka  

 
ℎ

𝑙
=

ℎ𝑑

𝑎𝑏
=

ℎ𝑎𝑥+ℎ𝑏𝑦

𝑎𝑏
=

𝑏𝑣𝑎𝑥+𝑎𝑢𝑏𝑦

𝑎𝑏
= 𝑣𝑥 + 𝑢𝑦   (9) 

 

merupakan suatu utuhan sehingga jelas ℎ ≥ 𝑙. Maka terbukti kelipatan sekutu terkecil dari 𝑎 

dan 𝑏 adalah 𝑙 =
𝑎𝑏

𝑑
. 

 

Dalil 22. Jika 𝑎 dan 𝑏 saling prim dan keduanya lebih besar dari 2, maka 𝑈𝑎𝑏 tidak siklik. 

Bukti: Jika 𝑟 ∈ 𝑈𝑎𝑏, yaitu (𝑟, 𝑎𝑏) = 1, maka (𝑟, 𝑎) = 1 dan (𝑟, 𝑏) = 1 sehingga berdasarkan 

Dalil 13, 𝑟𝜑(𝑎)  ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑎) dan 𝑟𝜑(𝑏)  ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑏). Misal 𝑑 = (𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)) dan l 

kelipatan sekutu terkecil dari 𝜑(𝑎) dan 𝜑(𝑏). Karena 𝑟𝑙 ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑎) dan 𝑟𝑙 ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑏), 

maka kondisi (𝑎, 𝑏) = 1 berakibat 𝑟𝑙 ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑎𝑏). 

 

Kedua lemma di atas mengatakan 𝑑 ≥ 2 dan 𝑙 =
𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)

𝑑
=

𝜑(𝑎𝑏)

𝑑
≤

𝜑(𝑎𝑏)

2
< 𝜑(𝑎𝑏). 

Ini menyimpulkan bahwa order dari setiap unsur r di 𝑈𝑎𝑏 adalah kurang dari 𝜑(𝑎𝑏), jadi 𝑈𝑎𝑏 

tidak memiliki pembangun sehingga 𝑈𝑎𝑏 tidak siklik. 
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Akibat dari dalil ini adalah 𝑈𝑛 pasti tidak siklik bila 𝑛 memiliki lebih dari satu pembagi 

prim ganjil atau 𝑛 berbentuk 2𝑡𝑝𝑘 dimana 𝑝 prim ganjil, 𝑡 >  2 atau dapat diperjelas seperti 

pada Akibat 7 berikut. 

 

Akibat 7. Syarat perlu agar 𝑈𝑛 siklik adalah 𝑛 berbentuk 2𝑘 atau 𝑝𝑘 atau 2𝑝𝑘 untuk suatu prim 

ganjil 𝑝 dan aslian 𝑘. Kesiklikan 𝑈2𝑘  , 𝑈𝑝𝑘  dan 𝑈2𝑝𝑘 akan dibahas secara berurutan dalam 

setiap subbab berikut. 

 

3.2. Kesiklikan 𝑼𝟐𝒌  

Dalil 23. 𝑈2𝑘 siklik untuk 𝑘 ∈ {1,2} dan tidak siklik untuk 𝑘 > 2. 

Bukti: Jelas 𝑈2 = ⟨1⟩ dan 𝑈4 = ⟨3⟩ siklik, jadi asumsikan 𝑘 > 2. Jelas 𝑟̅ ∈ 𝑈2𝑘 jika dan hanya 

jika 𝑟 ganjil. Jika untuk setiap 𝑟 ganjil berhasil dibuktikan 𝑟2𝑘−2
≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑘), maka order 

dari setiap unsur di 𝑈2𝑘 pasti lebih kecil atau sama dengan 2𝑘−2 < 2𝑘−1  =  𝜑(2𝑘) = |𝑈2𝑘|, 
ini membuktikan 𝑈2𝑘 tidak siklik. Untuk sembarang ganjil 𝑟, akan dilakukan induksi pada 𝑘. 

Untuk basis induksi, akan diperlihatkan untuk 𝑘 = 3, jelas 𝑟2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 8) sehingga 

pernyataan benar. Untuk hipotesis induksi diasumsikan untuk 𝑘 − 1 > 3, 𝑟2𝑘−3
≡

1(𝑚𝑜𝑑 2𝑘−1), jadi ada s sehingga 𝑟2𝑘−2
= 1 + 𝑠2𝑘−1. Maka untuk k: 

 𝑟2𝑘−2
= (𝑟2𝑘−3

)
2

= (1 + 𝑠2𝑘−1)2  =  1 + 𝑠2𝑘  + 𝑠222𝑘−2  ≡  1(𝑚𝑜𝑑 2𝑘), (10) 

 

sebab jika 𝑘 > 3 maka 2𝑘 − 2 − 𝑘 = 𝑘 − 2 > 0 sehingga 2𝑘 − 2 > 𝑘 dan 2𝑘|22𝑘−2. 

Akibatnya pernyataan terbukti dan jelas 𝑈2𝑘 tidak siklik. 

Sebagai contoh, untuk 𝑘 = 6, yaitu pada 𝑈26  =  𝑈64 yang beranggotakan seluruh 

bilangan ganjil positif yang lebih kecil dari 64 berlaku ∀𝑟 ∈ 𝑈64, 𝑟𝜑(25) = 𝑟16 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 64). 

Akibatnya, tidak ada anggota 𝑈64 yang memiliki order |𝑈64|= 𝜑(64) = 32 sehingga 𝑈64 tidak 

siklik. 

 

3.3. Kesiklikan 𝑼𝒑 

Pada dalil berikut tidak hanya akan ditunjukkan bahwa 𝑈𝑝 memiliki pembangun melainkan 

juga berapa banyak pembangun dari  𝑈𝑝 sehingga langsung berakibat bahwa  𝑈𝑝 siklik untuk 

setiap prim 𝑝, genap atau ganjil. 

 

Dalil 24. Jika 𝐹 lapangan dan 𝐺 subgrup hingga dari 𝐹∗, maka 𝐺 siklik. 

Bukti: Misal 𝜓(𝑑) adalah banyaknya unsur di 𝐺 yang berorder 𝑑. Karena order dari setiap 

unsur di 𝐺 adalah pembagi dari 𝑛 = |𝐺|, maka 𝑑 cukup dibatasi pada semua pembagi positif 

dari 𝑛 saja dan ini juga berakibat ∑ 𝜓(𝑑)(𝑑|𝑛) = 𝑛. Jika terbuktikan: 

 𝜓(𝑑) ≤  𝜑(𝑑),   ∀0 < 𝑑|𝑛, (11) 

 

maka 𝜓(𝑑)  =  𝜑(𝑑); sebab jika (11) tidak benar maka dari Identitas Gauss diperoleh 𝑛 =
 ∑ 𝜑(𝑑)(𝑑|𝑛)   >  ∑ 𝜓(𝑑)(𝑑|𝑛)   =  𝑛. Akibatnya, dengan memilih 𝑑 = 𝑛 (hal ini boleh sebab 

tentu 𝑛|𝑛), diperoleh bahwa 𝐺 memiliki 𝜓(𝑛)  =  𝜑(𝑛)  >  0 pembangun, jadi 𝐺 siklik. 

Jadi tinggal dibuktikan (11) bisa terjadi bahwa meskipun 𝑑|𝑛 namun 𝐺 tidak memiliki 

unsur berorder 𝑑, dalam hal ini 𝜓(𝑑)  =  0 dan ini jelas memenuhi (11). Jika 𝜓(𝑑) ≠ 0, maka 

ada subgrup siklik ⟨𝑎⟩  =  {1, 𝑎, . . . , 𝑎𝑑−1} berorder 𝑑 dari 𝐺 yang memiliki 𝜑(𝑑) pembangun 

(yaitu unsur berorder 𝑑), jadi 𝜓(𝑑) ≥  𝜑(𝑑). Untuk menjamin (11) terpenuhi, harus dipastikan 

bahwa 𝐺\⟨𝑎⟩ tidak memuat unsur 𝑏 yang berorder 𝑑. Jaminan itu pasti sebab jika 𝑏 ada maka 

ia akar dari polinom 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑑 − 1. Tetapi kesemua 𝑑 unsur di ⟨𝑎⟩ memenuhi 𝑝(𝑥) = 0, 

keberadaan 𝑏 bertentangan dengan Dalil 21 bahwa 𝑝 memiliki lebih dari deg 𝑝  = 𝑑 akar. 
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Jika 𝑝 prim, maka ℤ𝑝 lapangan hingga, dan ℤ𝑝
∗ = {1,2, . . . , 𝑝 −  1} = 𝑈𝑝. Akibatnya, 

dengan memilih 𝐹 = ℤ𝑝 dan 𝐺 = ℤ𝑝
∗  terbukti bahwa 𝑈𝑝 siklik. Atau lebih jelasnya pada Akibat 

8 berikut:  

Akibat 8. Untuk setiap prim p, 𝑈𝑝 siklik dan memiliki 𝜑(|𝑈𝑝|) buah pembangun. 

 

3.4. Kesiklikan 𝑼𝒑𝒌 

Dengan mengetahui 𝑈𝑝, akan dibuktikan 𝑈𝑝𝑘  juga siklik dengan melakukan induksi 

pada 𝑘. Buktinya memerlukan Lemma 3 berikut: 

Lemma 3. Jika 𝑝 prim ganjil dan 𝑘 > 1, maka ada pembangun 𝑟 dari 𝑈𝑝 sehingga: 

 𝑟𝜑(𝑝𝑘−1)  ≢  1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘). (12) 

 

Bukti: Telah dilihat bahwa 𝑈𝑝 siklik, sebutlah dibangun oleh 𝑟. Maka akan dilakukan induksi 

pada 𝑘.  

Untuk basis induksi, tinjau kasus 𝑘 = 2, sehingga (12) menjadi  

 𝑟𝜑(𝑝) = 𝑟𝑝−1 ≢  1(𝑚𝑜𝑑 𝑝^2). (13) 

Bila 𝑟 memenuhi (13) maka tugas selesai, bila 𝑟𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) maka pilih utuhan 𝑠 = 𝑟 +
𝑝 (yang juga wakil dari 𝑟) dan 𝑠 inilah sekarang yang memenuhi (13): 

 𝑠𝑝−1 = (𝑟 +  𝑝)𝑝−1 ≡ 𝑟𝑝−1 + (𝑝 − 1)𝑟𝑝−2𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

  ≡ 1 − 𝑝𝑟𝑝−2(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

  ≢  1(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) (14) 

 

sebab 𝑝 ∤ 𝑟𝑝−2 (andaikan 𝑝|𝑟𝑝−2, maka 𝑝|𝑟, bertentangan dengan 𝑟 ∈ 𝑈𝑝). Jadi lemma berlaku 

untuk 𝑘 = 2. 

Untuk hipotesis induksi, diasumsikan lemma berlaku untuk suatu 𝑘 > 2. Karena 

(𝑟, 𝑝𝑘−1) = (𝑟, 𝑝) = 1, dari Dalil 13  

 𝑟𝑝−1𝑝𝑘−2 = 𝑟𝜑(𝑝𝑘−1)  ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘−1), (15) 

 

jadi 𝑟(𝑝−1)𝑝𝑘−2
= 1 + 𝑎𝑝𝑘−1 untuk suatu 𝑎, maka untuk 𝑘: 

 𝑟𝜑(𝑝𝑘) = 𝑟(𝑝−1)𝑝𝑘−1
= (1 + 𝑎𝑝𝑘−1)𝑝 ≡ 1 + 𝑝𝑎𝑝𝑘−1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘+1). (16) 

 

Dari hipotesis induksi, 𝑝 ∤ 𝑎 (andaikan 𝑝|𝑎, maka bertentangan dengan (12)), tentu 𝑝𝑘+1 ∤

𝑝𝑎𝑝𝑘−1. Maka 𝑟𝜑(𝑝𝑘) ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘+1) dan Lemma 3 terbukti. 

 

Dalil 25. Jika 𝑝 prim ganjil, maka 𝑈𝑝𝑘 siklik untuk setiap aslian 𝑘.  

Bukti: Akan dibuktikan dengan melakukan induksi terhadap 𝑘. Untuk basis induksi, telah 

dibuktikan bahwa 𝑈𝑝𝑘 siklik untuk 𝑘 = 1 dan misal 𝑟 sembarang pembangun dari 𝑈𝑝. Untuk 

hipotesis induksi, asumsikan 𝑘 > 1 dan misal 𝑛 adalah order dari 𝑟 ∈ 𝑈𝑝𝑘 . Kondisi 𝑟𝑛 ≡

 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘) berakibat 𝑟𝑛 ≡  1(𝑚𝑜𝑑 𝑝), dan karena ⟨𝑟⟩ = 𝑈𝑝 maka Dalil 17-a mengatakan 𝑛 =

(𝑝 − 1)𝑎 untuk suatu 𝑎. Kemudian Dalil 16 mengatakan 𝑛|𝜑(𝑝𝑘) = (𝑝 −  1)𝑝𝑘−1, sehingga 

tentu 𝑎|𝑝𝑘−1. Jadi 𝑎 = 𝑝𝑖 untuk suatu 0 ≤ 𝑖 < 𝑘 dan 𝑛 berbentuk 𝑛 = (𝑝 − 1)𝑝𝑖. Andaikan 

𝑛 ≠ (𝑝 − 1)𝑝𝑘−1, maka 𝑛|(𝑝 − 1)𝑝𝑘−2. Tetapi ini berakibat 𝑟(𝑝−1)𝑝𝑘−2
≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘), yaitu 

setiap pembangun 𝑟 dari 𝑈𝑝 tidak memenuhi (12). Maka harus 𝑛 = (𝑝 −  1)𝑝𝑘−1 sehingga 

𝑈𝑝𝑘 siklik. 

 

Dalil 26. Jika 𝑝 prim ganjil, maka 𝑈2𝑝𝑘 siklik untuk setiap aslian 𝑘. 
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Bukti: Karena 𝑈𝑝𝑘 siklik, maka ⟨𝑟⟩ = 𝑈𝑝𝑘 untuk suatu 𝑟. Kita dapat mengasumsikan bahwa 𝑟 

ganjil sebab andaipun 𝑟 genap maka 𝑠 = 𝑟 + 𝑝𝑘 (yang juga wakil dari 𝑟) ganjil dan ⟨𝑠⟩ = 𝑈𝑝𝑘. 

Karena (𝑟, 2) = 1 dan (𝑟, 𝑝𝑘) = 1 dengan (2, 𝑝𝑘) = 1, maka berdasarkan Dalil 6, (𝑟, 2𝑝𝑘) =
1, jadi 𝑟 ∈ 𝑈2𝑝𝑘. Akan dibuktikan ⟨𝑟⟩ = 𝑈2𝑝𝑘. 

Misal 𝑛 order dari 𝑟 di 𝑈2𝑝𝑘, jadi berdasarkan Dalil 16, 𝑛 berupa faktor dari  

 |𝑈2𝑝𝑘| = 𝜑(2𝑝𝑘) = 𝜑(2)𝜑(𝑝𝑘) = 𝜑(𝑝𝑘). (17) 

 

Tetapi 𝑟𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑝𝑘) berakibat 𝑟𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘), berhubung ⟨𝑟⟩ = 𝑈𝑝𝑘 maka 𝜑(𝑝𝑘) =

𝑜(𝑟) adalah faktor dari 𝑛. Maka 𝑛 = 𝜑(𝑝𝑘) = |𝑈𝑝2𝑘| sehingga 𝑈2𝑝𝑘 siklik. 

Bukti dari kedua dalil terakhir di atas juga menyimpulkan bahwa Dalil 27. Jika 𝑈𝑝𝑘 

dibangun oleh 𝑟, maka 𝑈2𝑝𝑘 dibangun oleh 𝑟 atau 𝑟 + 𝑝𝑘. 

   
4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan yaitu Dalil Gauss untuk akar primitif 

yang menyatakan 𝑈𝑛 siklik apabila 𝑛 = 2,4, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘 dapat dibuktikan ulang menggunakan 

berbagai landasan teori. Dimulai dengan menunjukkan 𝑈𝑎𝑏 tidak siklik dimana 𝑎, 𝑏 >
2, (𝑎, 𝑏) = 1. Maka syarat perlu agar 𝑈𝑛 siklik harus 𝑛 = 2𝑘, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘 dimana 𝑝 sebarang prim 

ganjil dan 𝑘 aslian. Kemudian didapati 𝑈2𝑘 siklik hanya apabila 𝑘 = 1,2 dan menggunakan 

induksi, diperoleh 𝑈𝑝𝑘 siklik. Terakhir, didapati pula bahwa 𝑈2𝑝𝑘 siklik sehingga Dalil Gauss 

terbukti. Penulisan ini hanya bertujuan untuk menunjukkan kesiklikan pada 𝑈𝑛 (yang berarti 

apabila 𝑈𝑛 siklik, maka 𝑈𝑛 memiliki pembangun) tanpa mencari tahu apa pembangunnya. 

Maka dari itu, untuk penelitian selanjutnya dapat diselidiki pembangun dari 𝑈𝑛 yang telah 

diketahui kesiklikannya, terlebih untuk mencari tahu pembangun terkecilnya. Sebab tentu akan 

jauh lebih mudah melakukan operasi aritmatika pada angka yang lebih kecil. 
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